WPROWADZENIE

Rozwazmy dwa potgczone okregi
A i By (jak na obrazku). Nasza
intuicja podpowiada nam, ze

skoro dwa okregi s3 ze soba 4 z B,
pofaczone, jest to niemozliwe,

aby oddzielic B od A dowol- Q>

nym ciggtym ruchem. Intuicja 15

ta znajduje odzwierciedlenie A 2 B

—3
w matematycznym pojeciu grupy podstawowe;j.

Ustalmy wiec orientacje petli By i B_3. Stopien
oznacza, ile razy, zachowujac orientacje, petla owinie
sie wokdét okregu A. Zatem np. Bj jest petla
niepotaczong z A.

Czy mozemy wprowadzi¢ operacje dodawania
petli? Zorientowana petla moze by¢ interpretowana
jako droga przemierzona w czasie, poczawszy z do-
wolnego punktu z, na petli. Dwie rézne petle Bi B
zaczynajace sie i konczace w tym samym punkcie
xr( moga zostac ,,dodane” tworzac nowa petle, ktéra
przebiega po B, a potem po B'.

W ogélnosci B, + B,, tworzy petle 5,,,.,,.
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Rozwazmy jeszcze jeden przykfad, znany jako pier-

scienie Boromeuszy. Pierscienie s potaczone w taki
sposob, ze usuniecie dowolnego spowoduje rozpad po-
zostatych.
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Mozemy przeksztatci¢ ciggle petle C' jak na rysunku

powyzej. Czy petla C' moze byC w sposob ciagty dalej
odksztatcana, aby catkowicie jg odtaczyé od A i B?
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WPROWADZENIE

W  nowym usta-
ustalajac
punkt startu oraz

B wieniu

kierunek, = mozemy
wyroznic 4 pe-
telki: (a) pod A,
(b) pod B, (—a)

nad A, (—b) nad
B. Gdy rozpa-
trzymy  sekwencje

uporzadkowang i oznaczymy jak na obrazku, mozemy
zdeformowac ja do sumy a + b+ (—a) + (—b). Tak
przedstawione dziatanie nie tworzy petli zerowej By,
wobec czego ,,dodawanie” petli nie jest przemienne.
Piszemy —a, aby zaznaczy¢ orientacje petli. W tym

wyrazeniu wystepuje a I —a to uzasadnia, ze ta
petla nie jest bezposrednio pofaczona z A. Jesdli
zmierzymy zapetlenie dwoma liczbami, wtedy ,,nad”
i ,,pod” usung sie do zera. Odzwierciedla to fakt, ze
C nie jest bezposrednio potaczone z A lub B.

W nastepnym przyktadzie modyfikujemy petle A i B,
tak aby byty teraz potaczone. Petle C deformujemy
jak na obrazku ponizej.
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Powtarzajac procedure jak wyzej, tworzymy reprezen-
tacie C: a+b
jest przemienne, bo C' jest petlg roztaczng z A i B.

a — b. Tutaj dziatanie ,dodawania”

HOMOTOPIA PETLI

(X,T) - przestrzen topologiczna z wyrdznionym
punktem x.

Petlg w X zaczepiong w x; nazywamy dowolne
ciggte przeksztatcenie f : [0,1] — X takie, ze
f(0) =z = f(1).

Homotopia petli jest rodzing ciggtych przeksztat-
cen, ktore jedna petle deformuja w druga f; : [0, 1] —

X, t €0, 1], takich, ze f;(0) = xq = fi(1).

PODSTAWOWA KONSTRUKCJA

(X, To), (T, T,).
/bior petli w X zaczepionych w x; oznaczmy jako
Q(X, 33()).
mnozenia i odwracania petli.

lloczynem petli f, g € Q(X, zy) nazywamy petle:
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- przestrzenie topologiczne.

W tym zbiorze wprowadzimy operacje

Petla odwrotna do f jest okreélona formuta f(t) =
f(1—1), gdziet € |0, 1]

Petla stata ozn. €, (t) = x

Nasz iloczyn f - g definiuje dziatanie wewnetrzne, po-
kazuje sie ze:

 dziatanie to nie zalezy od wyboru reprezentantéw
= spefnione jest prawo tgcznosci
- f(t) jest elementem odwrotnym do f(t)

= €,, Jest elementem neutralnym dziatania

Dziatanie grupowe sktadania petli tworzy grupe
podstawowa przestrzeni. Oznaczenie: m (X, x)

Niech f(),f1 X — Y,
ciggte funkcje, nazwiemy je
homotopijne, jesli mozemy
W ,,Sposob ciggty przeksztat-

ci¢ jedng w druga’. Piszemy wdwczas f, ~ f;.
Przestrzenie (X,7,.), (1,7,), sa homotopijnie
rownowazne, jesli istniejg ciggte przeksztatcenia,
f . X =Y, qg:Y — X takie, ze f o g ~ dy,
oraz go [ ~ idy.

Przykfady: Okrag jest homotopijnie réownowazny
z plaszczyzna bez punktu R*\ {0} . Wstega Mo-
biusa jest homotopijnie réwnowazna z okregiem.

Grupa podstawowa jest niezmiennikiem homoto-
pii, czyli jesli X i Y sg homotopijnie réwnowazne, to
ich grupy podstawowe s3 izomorficzne.

GRUPA PODSTAWOWA OKREGU

Twierdzenie: Grupa podstawowa (St zg) jest
izomorficzna z grupa addytywnga liczb catkowitych Z.
Co wiecej petle w S' s3 homotopijne, jeéli maja réwne
stopnie.

Whiosek: Okrag S' nie jest homotopijnie réwno-
wazny z przestrzenia jednopunktowa.

ZASTOSOWANIE 7(S*, 2)

= (Twierdzenie Brouwera o punkcie statym dla
dysku). Dla kazdego przeksztatcenia ciagtego
h : D? — D? istnieje v € D* taki, ze h(z) = x.
« (Zasadnicze twierdzenie algebry).
Kazdy wielomian P(2) = ap+ a1z + -+ - + 2"
o wspotczynnikach zespolonych ma pierwiastek

zespolony.

PRZYKLADY

- Grupa podstawowa sfery 7(S%) = ()

» Grupa podstawowa torusa
m(T*=S'x SH=EZ x Z

» Grupa podstawowa ptaszczyzny rzutowej

1 ((RP?)) = Zs
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